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Capitolo 1
Logiche modali normali
La logica modale K è definita dai seguenti schemi di assiomi e regole:
• Schemi di assiomi:
A1 AÑ pB Ñ Aq
A2 pAÑ pB Ñ Cqq Ñ ppAÑ Bq Ñ pAÑ Cqq
A3 ppAÑKq ÑKq Ñ A
K lpAÑ Bq Ñ plAÑ lBq
• Regole di inferenza:
A
N
lA
A AÑ B
MP
B
Siano ⌃1, . . . ,⌃n schemi di formule. Indichiamo con K⌃1, . . . ,⌃n l’estensione
della logica K ottenuta aggiungendo ⌃1, . . . ,⌃n come schemi di assiomi.
Una logica modale L si dice normale se contiene la regola di Necessitazione.
Dato che in seguito ci occuperemo solo di logiche modali normali, ometteremo
l’aggettivo "normale” riferendoci a una qualsiasi logica L “ K⌃1, . . . ,⌃n.
Definizione 1.1. Una dimostrazione in L “ K⌃1, . . . ,⌃n è una successione fi-
nita di formule tali che ognuna di esse o è un assioma o è ottenuta da for-
mule precedenti della successione via applicazione di una delle due regole di
inferenza.
Una formula A si dice teorema di L se e solo se esiste una dimostrazione in L la
cui ultima formula è A. In simboli:
$L A
La formula lJ è teorema di K, infatti
$KKÑK taut(i)
$K lpKÑKq i,N(ii)
$K lpJq def. di J(iii)
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Lo schema lAØ  3 A è teorema di K:
$K 3 AØ  l  A def. di 3(i)
$K 3 AØ  lA taut(ii)
$K   lAØ  3 A taut(iii)
$K lAØ  3 A taut(iv)
Dimostriamo ora che la formula
Kp1q “ lpA^Bq Ø lA^lB
è un teorema di K.
$K A^B Ñ A taut(i)
$K lpA^B Ñ Aq i,N(ii)
$K lpA^B Ñ Aq Ñ plpA^Bq Ñ lAq K(iii)
$K lpA^Bq Ñ lA ii,iii,MP(iv)
$K A^B Ñ B taut(v)
$K lpA^B Ñ Bq v,N(vi)
$K lpA^B Ñ Bq Ñ plpA^Bq Ñ lBq K(vii)
$K lpA^Bq Ñ lB vi,vii,MP(viii)
$K lpA^Bq Ñ lA^lB iv,viii,taut(ix)
(x)
$K AÑ pB Ñ A^Bq taut(xi)
$K lpAÑ pB Ñ A^Bqq x,N(xii)
$K lpAÑ pB Ñ A^Bqq Ñ plAÑ lpB Ñ A^Bqq K(xiii)
$K lAÑ lpB Ñ A^Bq xii,xiii,MP(xiv)
$K lpB Ñ A^Bq Ñ plB Ñ lpA^Bqq K(xv)
$K lAÑ plB Ñ lpA^Bqq xiii,xiv,taut(xvi)
$K lA^lB Ñ lpA^Bq xv,taut(xvii)
$K lpA^Bq Ø lA^lB ix,xvi,taut(xviii)
Per dualità, ovvero utilizzando solo la logica classica e la interdefinibilit‘a degli
operatori modali, possiamo dimostrare che
Kp2q “ 3pA_Bq Ø 3A_3B
è un teorema di K.
$K lp A^ Bq Ø l A^l B Kp1q(i)
$K  lp A^ Bq Ø  pl A^l Bq i,taut(ii)
$K 3 p A^ Bq Ø  l A^ l B ii,def.,taut(iii)
$K 3pA_Bq Ø 3A_3B iii,def.,taut(iv)
3La regolaKp1q (dualmente: Kp2q) si può generalizzare al caso in cui vi compa-
iano un numero finito arbitrario di formule congiunte (dualmente: disgiunte).
Dimostriamo che, dato un qualsiasi n P N,
lpA1 ^ . . .^An´1 ^Anq Ø lA1 ^ . . .^lAn´1 ^lAn
è un teorema di K.
(i) $K lpA1 ^ . . .^An´1 ^Anq Ø lpA1 ^ . . .^An´1q ^lAn Kp1q
(ii) $K lpA1 ^ . . .^An´1q Ø lpA1 ^ . . .^An´2q ^lAn´1 Kp1q
...
...
...
(n) $K lpA1 ^A2q Ø lA1 ^lA2 Kp1q
(n+i) $K lpA1 ^ . . .^An´1 ^Anq Ø lA1 ^ . . .^lAn´1 ^lAn i-n, taut
Nel seguito denoteremo con Kp1q e Kp2q le versioni generalizzate dei due
teoremi.
Definizione 1.2. Sia L una logica. Una regola di inferenza ↵:
A1 . . . An
↵
B
si dice regola ammissibile in L se e solo se esiste una dimostrazione in L della
formula B a partire dall’ipotesi che le formule A1, . . . , An siano teoremi di L.
Ad esempio, la regola
AÑ B
RpNq1
lAÑ lB
è una regola ammissibile in K. Infatti:
$K AÑ B (ipotesi)(i)
$K lpAÑ Bq (i,N )(ii)
$K lpAÑ Bq Ñ plAÑ lBq (K)(iii)
$K lAÑ lB (ii,iii,MP )(iv)
In generale, per ogni n P N, la regola
A1 Ñ pA2 Ñ . . .Ñ pAn Ñ Bq . . . q
RpNq
lA1 Ñ plA2 Ñ . . .Ñ plAn Ñ lBq . . . q
è una regola ammissibile in K.
Analogamente, per ogni n P N la regola
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A1 ^ ¨ ¨ ¨ ^An Ñ B
RpNq
lA1 ^ ¨ ¨ ¨ ^lAn Ñ lB
è una regola ammissibile in K.
$K A1 ^ ¨ ¨ ¨ ^An Ñ B ipotesi(i)
$K lpA1 ^ ¨ ¨ ¨ ^An Ñ Bq i, N(ii)
$K lpA1 ^ ¨ ¨ ¨ ^An Ñ Bq Ñ plpA1 ^ ¨ ¨ ¨ ^Anq Ñ lBq K(iii)
$K lpA1 ^ ¨ ¨ ¨ ^Anq Ñ lB ii,iii,MP(iv)
$K lA1 ^ ¨ ¨ ¨ ^lAn Ñ lB iv,Kp1q, taut(v)
Dualmente si dimostra che per ogni n P N la seguente è una regola ammissibile
in K:
AÑ B1 _ ¨ ¨ ¨ _Bn
RpNq˚
3AÑ 3B1 _ ¨ ¨ ¨ _3Bn
Sfruttando queste regole ammissibili dimostriamo che
Kp3q “ lA^3B Ñ 3pA^Bq
è un teorema di K.
$K AÑ p pA^Bq Ñ  Bq taut(i)
$K lAÑ lp pA^Bq Ñ  Bq RpNq(ii)
$K lAÑ pl pA^Bq Ñ l Bqq RpNq(iii)
$K lAÑ p3B Ñ 3pA^Bq def., taut(iv)
$K lA^3B Ñ 3pA^Bq taut(v)
Utilizzando la regola RpNq˚, si dimostra per dualità che
Kp4q “ lpA_Bq Ñ 3A_lB
è un teorema di K.
Definizione 1.3. Sia L “ K⌃1, . . . ,⌃n e sia  Y tAu Ñ Fm .
A è derivabile da   in L (in simboli:   $L A) se e solo se esistono B1, . . . , Bn P  
tali che:
$L pB1 ^ . . .^Bnq Ñ A
Teorema 1.4. Sia L una logica e sia   Ñ Fm . Valgono le seguenti proprietà:
1. Se A P   allora   $L A
2. Se   Ñ   e   $L A allora   $L A
3. Se $L A allora   $L A
4. Se $L A allora   $L lA
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Dimostrazione.
1. $L AÑ A.
2. Se   $L A allora per definizione esistono formule B1, . . . , Bn P   tali che:
$L pB1^ . . .^Bnq Ñ A. Se   Ñ   allora B1, . . . , Bn P  , quindi  $L A.
3. Se $L A allora per ogni B1, . . . , Bn Ä Fm , $L pB1 ^ . . . ^ Bnq Ñ A. In
particolare ciò vale per un qualsiasi insieme finito di formule in  .
4. Per la regola di Necessitazione, se $L A allora $L lA, quindi segue dal
punto precedente che $L lA.
Teorema 1.5. Per ogni logica L “ K⌃1, . . . ,⌃n, l’insieme tA :$L Au è chiuso sotto
sostituzione uniforme.
Dimostrazione. Dimostriamo per induzione sulla lunghezza delle dimostrazioni
che per ogni formula B,C e per ogni atomo p, se $L B allora   $L BrC{ps.
• se B è una tautologia, una istanza dello schema K o una istanza di uno
schema ⌃i, con 1 § i § n, anche BrC{ps lo è.
• se B è ottenuta per Modus Ponens, allora per ipotesi di induzione sia
ArC{ps che ArC{ps Ñ BrC{ps sono teoremi di L e dunque anche BrC{ps
lo è, essendo L chiusa per Modus Ponens.
• se B è ottenuta per Necessitazione, allora B “ lD per qualche D e per
ipotesi di induzione $L DrC{ps e dunque anche lDrC{ps è un teorema
di L, essendo L chiusa per Necessitazione.
Teorema 1.6. Sia L “ K⌃1, . . . ,⌃n.
$ AØ B
SE
CrA{ps Ø CrB{ps
Dimostrazione. La dimostrazione è del tutto analoga alla dimostrazione che si
dà per il calcolo proposizionale classico.
1.1 Alcune estensioni di K
La tabella ?? definisce alcune logiche che estendono K.
Assiomatizzazione alternativa di D
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Nome della
logica
Schemi di
assiomi
D KD
X KX
T KT
K4 K4
S4 KT4
B KB
S5 KTB4
S4.2 KT42
K4 K43
S4.3 KT43
KW KW
Triv KTriv
Ver KV er
Tabella 1.1: Estensioni di K.
La logica D, definita come la logica KD, può essere equivalentemente assioma-
tizzata come la logica K`D‹, ove D‹ “ 3J.
$D J taut(i)
$D lJ N(ii)
$D lJ Ñ 3J Ax. D(iii)
$D 3J MP(iv)
$D‹ A^ AÑK taut(i)
$D‹ lA^l AÑ l K N(ii)
$D‹ 3J Ñ plAÑ 3Aq taut(iii)
$D‹ 3J Ax.D‹(iv)
$D‹ lAÑ 3A MP(v)
Vediamo qualche esempio di dimostrazione di teoremi delle logiche presenta-
te.
T˚ $T AÑ 3A
$T l AÑ  A T(i)
$T   AÑ  l A i, taut(ii)
$T AÑ 3A ii, taut, def. ??(iii)
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Banalmente T $ lAÑ 3A e T $ llAÑ lA
Consideriamo la logica S4. Banalmente abbiamo che
S4p1q $S4 lAØ llA
S4p2q $S4 3AØ 33A
S4p3q $S4 l3AØ l3l3A
$S4 l3AÑ 3l3A T˚(i)
$S4 ll3AÑ l3l3A i, RpNq(ii)
$S4 l3AÑ l3l3A ii, S4p1q, taut(iii)
(iv)
$S4 l3AÑ 3A T(v)
$S4 3l3AÑ 33A iv, RpNq˚(vi)
$S4 3l3AÑ 3A v, S4p2q, taut(vii)
$S4 l3l3AÑ l3A vi, RpNq(viii)
(ix)
$S4 l3AØ l3l3A iii, vii, taut(x)
S4p4q $S4 3lAØ 3l3lA
Per dualità, da S4p3q.
Assiomatizzazione alternativa di S5
La logica S5, definita come la logica KTB4, può essere equivalentemente assio-
matizzata come la logica KTE, ove E : 3AÑ l3A
Facciamo vedere che E è teorema di KTB4.
$KTB4 3AÑ l33A B(i)
$KTB4 3AÑ l3A T ` 4(ii)
Dimostriamo ora che B e 4 sono teoremi di KTE.
$KTE AÑ 3A T˚(i)
$KTE 3AÑ l3A E(ii)
$KTE AÑ l3A i, ii, taut(iii)
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$KTE 3 AÑ l3 A E(i)
$KTE 3lAÑ lA taut(ii)
$KTE l3lAÑ llA N(iii)
$KTE lAÑ l3lA B(iv)
$KTE lAÑ llA trans.(v)
Consideriamo la logica KT3 e mostriamo che lo schema 2 è un suo teorema.
$KT3 lplAÑ  Aq _lpl AÑ Aq Ax.3(i)
$KT3 lp3 A_ Aq _lp3A_Aq taut(ii)
$KT3 l3 A_l3A viaAx.T(iii)
$KT3 3lAÑ l3A taut(iv)
Consideriamo la logica KE e mostriamo che lo schema 3 è un suo teorema. Ne
segue che lo schema 3 è teorema di S5.
$KE 3 A_lB _3 B _lA taut(i)
$KE l3 A_lB _l3 B _lA viaAx.E(ii)
$KE pl3 A_lBq _ pl3 B _lAq taut(iii)
$KE lp3 A_Bq _lp3 B _Aq teordiK(iv)
$KE lplAÑ Bq _lplB Ñ Aq taut(v)
Banalmente sono teoremi diKE anche i seguenti due importanti schemi:
Dum : lplpAÑ lAqq Ñ p3lAÑ lAq
e
Z : lplAÑ Aq Ñ p3lAÑ lAq
Infatti si ottengono per a fortiori da 3lAÑ lA che è la versione duale di E.
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1.2 Cos’è una logica modale da un punto di vista
astratto-insiemistico?
Vediamo ora come si possa fornire una caratterizzazione equivalente di una
logica modale normale definendola come un insieme di formule.
• Una logica modale normale è un insieme   Ñ Fm  tale che
1. contiene le tautologie classiche;
2. contiene tutte le istanze dello schemaK: lpAÑ Bq Ñ plAÑ lBq;
3. è chiuso sotto Modus Ponens:
MP se A P   e AÑ B P  , allora B P  ;
4. è chiuso sotto Necessitazione:
N se A P   allora lA P  ;
5. è chiuso sotto Sostituzione Uniforme:
SU se A P   allora ArB{ps P  .
Dal teorema ?? segue immediatamente che l’insieme dei teoremi di K così
come di ogni logica ottenuta aggiungendo a K un insieme di schemi di
assiomi è una logica modale normale. In particolare, K è la più piccola
logica modale normale.
Dalla sezione ?? sappiamo inoltre che:
‹ l’insieme tA : F ( Au delle formule valide su una struttura è una
logica modale normale,
‹ per ogni classe di strutture C, l’insieme tA : F ( A, per ogni F P
Cu è una logica modale normale,
‹ per ogni modelloM, l’insieme tA : M ( Au delle formule vere in
M non è una logica modale normale,
‹ per ogni modelloM, l’insieme tA :M (w Au delle formule vere in
un punto del modello non è una logica modale normale.
• Chiamiamo teoria modale normale l’insieme tA : M ( Au delle formule
vere in un modello.
• Chiamiamo teoria modale l’insieme tA : M (w Au delle formule vere in
un punto di un modello.
Equivalentemente, una teoria modale normale può essere definita come un
insieme   Ñ Fm  tale che:
1. contiene le tautologie classiche;
2. contiene tutte le istanze dello schemaK;
3. è chiuso sotto Modus Ponens;
4. è chiuso sotto Necessitazione.
A sua volta, una teoria modale è un insieme   Ñ Fm  tale che:
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1. contiene le tautologie classiche;
2. contiene tutte le istanze dello schemaK;
3. è chiuso sotto Modus Ponens.
Da quanto visto segue che parlare di elemento della logica L equivale a parlare di
teorema della logica L.
j
